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В работе исследуются нелокальные краевые задачи для параболическо-
го уравнения с переменными коэффициентами в многомерной области.
В предположении существования регулярного решения соответствую-
щей дифференциальной задачи методом энергетических неравенств по-
лучены априорные оценки в дифференциальной и разностной трак-
товках. Из полученных априорных оценок следуют единственность и
устойчивость решения по правой части и начальным данным, а также
сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей
дифференциальной задачи.
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Введение
Большое практическое значение имеют задачи, связанные с исследованием фи-
зических процессов, приводящие к математическим моделям, в основу которых
лежит уравнение параболического типа. Особый интерес при этом представляют
краевые задачи с интегральными условиями. Заметим, что из физических сообра-
жений условия такого вида совершенно естественны и возникают при математи-
ческом моделировании в тех случаях, когда невозможно получить информацию о
происходящем процессе на границе области его протекания с помощью непосред-
ственных измерений или же когда возможно измерение лишь некоторых усреднен-
ных (интегральных) характеристик искомой величины (см. например, [1]). Так,
задачи с интегральными условиями могут служить математическими моделями
физических явлений, связанных, например, с задачами, возникающими при изу-
чении физики плазмы. На задачи подобного типа, как качественно новые и возни-
кающие при решении современных проблем физики, указывает в своей обзорной
статье А.А. Самарский [2] и приводит постановку задачи с интегральным условием
для уравнения теплопроводности как пример одной из таких задач.
107
108 БЕШТОКОВА З.В.
В работе Кожанова А.И. [3] рассматривается нелокальная краевая задача для
уравнения
𝐿𝜈(𝑢) ≡ 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝜈𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑞(𝑥, 𝑡),
удовлетворяющее условиям
𝑢(0, 𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑢(1, 𝑡) +
∫︁ 𝑡
0
ℎ(𝑡, 𝜏)𝑢(1, 𝜏)𝑑𝜏, 0 < 𝑡 < 𝑇, (*)
𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝑇,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 < 𝑥 < 1.
Рассматриваемые нами в данной работе нелокальные задачи содержат нело-
кальное граничное условие интегрального вида (*).
Различные классы нелокальных задач для дифференциальных уравнений с
частными производными изучались в работах [4–10].
1. Постановка задачи A
В цилиндре 𝑄𝑇 = 𝐺 × [0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ], основанием которого является 𝑝 -мерный
прямоугольный параллелепипед 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑝) : 0 ≤ 𝑥𝛼 ≤ 𝑙𝛼, 𝛼 = 1, 2, ..., 𝑝}
с границей Γ, 𝐺 = 𝐺 ∪ Γ рассматривается следующая задача
𝜕𝑢
𝜕𝑡
= 𝐿𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)
𝑘𝛼(0, 𝑥
′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼(0, 𝑥





′, 𝜏)𝑑𝜏 − 𝜇−𝛼(0, 𝑥′, 𝑡), при 𝑥𝛼 = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (2)
𝑢𝑥(𝑙𝛼, 𝑥
′, 𝑡) = 0, при 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)














0 < 𝑐0 ≤ 𝑘𝛼(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1, |𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝛽−𝛼(0, 𝑥′, 𝑡)|, |𝜌(𝑡, 𝜏)| ≤ 𝑐2, (5)
0 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡, 𝑄𝑇 = 𝐺× (0 < 𝑡 ≤ 𝑇 ], 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 − положительные постоянные,
𝛼 = 1, 𝑝, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ...., 𝑥𝑝), 𝑥 = (𝑥𝛼, 𝑥
′), 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, ..., 𝑥𝑝).
В дальнейшем будем предполагать, что в работе задача имеет единственное ре-
шение, обладающее всеми нужными для изложения производными, а коэффициен-
ты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым для изложения
условиям гладкости. Далее через 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., обозначаются положительные
постоянные, зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.
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2. Априорная оценка в дифференциальной форме
Допуская существование регулярного решения дифференциальной задачи (1)–
(4) в цилиндре 𝑄𝑇 , получим априорную оценку для ее решения. Для получения
априорной оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим



















































































































𝐺′ = {𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, ..., 𝑥𝑝) : 0 < 𝑥𝑘 < 𝑙𝑘,
𝑘 = 1, 2, ..., 𝛼− 1, 𝛼 + 1, ..., 𝑝}, 𝑑𝑥′ = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝛼−1𝑑𝑥𝛼+1 · · · 𝑑𝑥𝑝.



























𝑑𝑥′ + 𝑀1‖𝑢‖20 + 𝑀2‖𝑓‖20. (11)


































−𝑢(0, 𝑥′, 𝑡)𝜇−𝛼(0, 𝑥′, 𝑡)
)︂
𝑑𝑥′. (12)
Справедлива следующая (теорема 6.5 [11])
Теорема 1. Для элементов 𝑢(𝑥) из 𝑊 12 (Ω) определены следы на областях Г глад-
ких гиперповерхностей как элементы 𝐿2(Г), и они непрерывно меняются. Для
них справедливы неравенства вида∫︁
Г
[︁
𝑢(𝑥 + 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)
]︁2
𝑑𝑠 ≡ ‖𝑢(𝑥 + 𝑙𝑒1)− 𝑢(𝑥)‖22,Г ≤ 𝑐𝑙
∫︁
𝑄𝑙(Г)





‖𝑢(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Г) + 𝛿‖𝑢𝑥(𝑥)‖22, 𝑄𝛿(Г)
]︁
.




























𝑑𝑥, 𝜀 > 0.







































𝑑𝑥 ≤ 𝜀𝑀5‖𝑢𝑥‖20 + 𝑀6(𝜀)‖𝑢‖20+













′ + ‖𝑓‖20. (14)




































































































На основании леммы Гронуолла (Лемма 1.1, стр. 152 [11]) из (18) получаем нера-
венство
















‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏, 𝑀(𝑡) — зависит только от входных данных задачи (1)–
(4).
Из априорной оценки (19) следует единственность решения исходной задачи
(1)–(4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на
каждом временном слое в норме ‖𝑢‖21 = ‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡 .
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3. Построение разностной схемы
Для решения задачи (1)–(4) применим метод конечных разностей. В замкнутой
области 𝑄𝑇 введем равномерную сетку [12]:





𝜔ℎ𝛼 , 𝜔ℎ𝛼 = {𝑥𝑖𝛼𝛼 = 𝑖𝛼ℎ𝛼, 𝑖𝛼 = 0, 1, ..., 𝑁𝛼, 𝑁𝛼ℎ𝛼 = 𝑙𝛼},
𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, ...,𝑚, 𝑚𝜏 = 𝑇}.
На сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1) − (4) поставим в соответствие раз-
ностную схему, порядка аппроксимации 𝑂
(︀|ℎ|+ 𝜏)︀:
𝑦𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑦 + 𝜙, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (20)





𝑁𝛼𝜏 − 𝜇−𝛼, при 𝑥𝛼 = 0, (21)
𝑦?¯?𝛼, 𝑁𝛼 = 0, при 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, (22)














, 𝑦 = 𝑦𝑗 , 𝑦 = 𝑦𝑗−1,
𝑥−0.5𝛼 = 𝑥1, ..., 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼 − 0.5ℎ𝛼, 𝑥𝛼+1, ..., 𝑥𝑝,






𝜏, 𝑎𝛼 = 𝑘𝛼(𝑥
−0.5𝛼,̃︀𝑡𝑗),
𝑑𝛼 = 𝑞𝛼(𝑥𝑖,̃︀𝑡𝑗), 𝜙𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖,̃︀𝑡𝑗), |ℎ|2 = ℎ21 + ℎ22 + ... + ℎ2𝑝 , 𝜏, ℎ−шаги сетки.
4. Устойчивость и сходимость разностной схемы
Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1)–(4), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦
𝑗
𝑖 — решение разностной
задачи (20)–(23). Обозначим через 𝑧𝑗𝑖 = 𝑦
𝑗
𝑖−𝑢𝑗𝑖 погрешность аппроксимации. Тогда,
подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в (20)–(23), получим задачу для 𝑧:
𝑧𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑧 + Ψ, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (24)





𝑁𝛼𝜏 − 𝜈−𝛼,0, при 𝑥𝛼 = 0, (25)
𝑧?¯?𝛼, 𝑁𝛼 = 0, при 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, (26)
𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (27)
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где Ψ = 𝑂
(︀|ℎ|+ 𝜏)︀, 𝜈−𝛼 = 𝑂(︀|ℎ|+ 𝜏)︀, 𝜈+𝛼 = 𝑂(︀|ℎ|+ 𝜏)︀ — погрешности аппрокси-
мации на решении задачи (1)–(4).
Для решения задачи (24)–(27) получим априорную оценку, для чего восполь-



























𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)ℎ1ℎ2 · · · ℎ𝑝.
В пространстве функции определим норму и введем ее в таком виде:
(𝑢, 𝑢) = ‖𝑢‖2, (𝑢, 𝑢] = ‖𝑢]|2, (𝑢, 𝑣] =
𝑝∑︁
𝛼=1




Умножим теперь разностное уравнение (24) скалярно на 2𝜏𝑧 :
2𝜏(𝑧𝑡, 𝑧) = 2𝜏(Λ(̃︀𝑡)𝑧, 𝑧) + 2𝜏(Ψ, 𝑧). (28)
Преобразуем суммы, входящие в тождество (28), с учетом условий (23), (24) и
формулы 2𝑦𝑦𝑡 = (𝑦
2)𝑡 + 𝜏(𝑦𝑡)
2:
2𝜏(𝑧𝑡, 𝑧) = (1, 𝑧
2)− (1, 𝑧2) + 𝜏2(1, 𝑧2𝑡 ), (29)
(︁
Λ(̃︀𝑡)𝑧, 𝑧)︁ = (︁ 𝑝∑︁
𝛼=1
Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑧, 𝑧)︁ = 𝑝∑︁
𝛼=1
(︁






Применяя первую разностную формулу Грина в (30) и подставляя преобра-
зованные таким образом выражения в тождество (28), с учетом (25), (26), (29),
получаем






































































































































Учитывая оценки (32)–(36), после несложных преобразований из (31) находим:

























‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤ 𝜀3𝑀9
𝑗∑︁
𝑗 ′=1


















‖Ψ𝑗 ′‖2+𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏. (38)
































‖Ψ𝑗 ′‖2 + 𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏. (40)








‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤𝑀17
𝑗∑︁
𝑗 ′=1




‖Ψ𝑗 ′‖2 + 𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏 =
= 𝑀19‖𝑧𝑗‖2𝜏 + 𝑀19
𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1




‖Ψ𝑗 ′‖2 + 𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏. (41)
Выбирая 𝜏 таким образом, что для всех 𝜏 ≤ 𝜏0, 𝜏0 = 1
2𝑀19




‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤𝑀21
𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1




‖Ψ𝑗 ′‖2 + 𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏. (42)









‖Ψ𝑗 ′‖2 + 𝜈𝑗 ′ 21
)︁
𝜏, (43)
где М — положительная постоянная, не зависящая от |h| и 𝜏
Тогда справедлива следующая
Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), тогда в классе достаточно гладких
коэффициентов уравнения и граничных условий решение разностной задачи (20)–
(23) при 𝜏 ≤ 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) сходится к решению дифференциальной задачи (1)–(4)
со скоростью 𝑂(|ℎ| + 𝜏) в сеточной норме ‖𝑧𝑗‖21 = ‖𝑧𝑗‖2 +
𝑗∑︀
𝑗 ′=1
‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 так, что
справедлива априорная оценка (43).
5. Постановка задачи B и априорная оценка в дифференциальной форме
В задаче A заменим условие (3) условием вида
−𝑘𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)𝑢𝑥𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡) = 𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)− 𝜇+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (44)
где |𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)| ≤ 𝑐2.
Допуская существование решения задачи (1), (2), (44) (4) в цилиндре 𝑄𝑇 , по-
лучим априорную оценку для ее решения. Для этого воспользуемся методом энер-































Пользуясь Теоремой 1 и 𝜀-неравенством Коши, первое слагаемое в правой части




























′, 𝑡)𝑢(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)− 𝛽+𝛼(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)𝑢2(𝑙𝛼, 𝑥′, 𝑡)−



























































𝑑𝑥′ + ‖𝑓‖20. (47)







































После несложных преобразований на основании леммы Гронуолла (Лемма 1.1.,
стр. 152 [11]) из (48) получаем неравенство




















‖𝑢𝑥‖20𝑑𝜏 , 𝑀(𝑡) — зависит только от входных данных задачи (1),
(2), (44), (4).
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Из априорной оценки (49) следует единственность решения исходной задачи
(1), (2), (44) (4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных
данных на каждом временном слое в норме ‖𝑢‖21 = ‖𝑢‖20 + ‖𝑢𝑥‖22,𝑄𝑡 .
6. Устойчивость и сходимость разностной схемы
На сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1), (2), (44), (4) поставим в соответ-
ствие разностную схему, порядка аппроксимации 𝑂
(︀|ℎ|+ 𝜏)︀:
𝑦𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑦 + 𝜙, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (50)





𝑁𝛼𝜏 − 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0, (51)
−𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼,𝑁𝛼 = 𝛽+𝛼𝑦𝑁𝛼 − 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙𝛼, (52)




Λ𝛼(̃︀𝑡), Λ𝛼(̃︀𝑡)𝑦(𝛼) = (︀𝑎𝛼𝑦𝑥𝛼)︀𝑥𝛼 − 𝑑𝛼𝑦.
Пусть 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1), (2), (44), (4), 𝑦(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑦
𝑗
𝑖 — решение
разностной задачи (50)–(53). Обозначим через 𝑧𝑗𝑖 = 𝑦
𝑗
𝑖 − 𝑢𝑗𝑖 погрешность аппрок-
симации. Тогда, подставляя 𝑦 = 𝑧 + 𝑢 в (50)–(53), получим задачу для 𝑧:
𝑧𝑡 = Λ(̃︀𝑡)𝑧 + Ψ, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ𝜏 , (54)





𝑁𝛼𝜏 − 𝜈−𝛼,0, 𝑥 = 0, (55)
−𝑎𝛼𝑧𝑥𝛼,𝑁𝛼 = 𝛽+𝛼𝑧𝑁𝛼 − 𝜈+𝛼,𝑁𝛼 , 𝑥 = 𝑙𝛼, (56)
𝑧(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, (57)
где Ψ = 𝑂
(︀|ℎ|+ 𝜏)︀, 𝜈−𝛼 = 𝑂(︀|ℎ|+ 𝜏)︀, 𝜈+𝛼 = 𝑂(︀|ℎ|+ 𝜏)︀ — погрешности аппрокси-
мации на решении задачи (1), (2), (44) (4).
Для решения задачи (54)–(57) получим априорную оценку, для чего воспользу-
емся методом энергетических неравенств. Умножим тогда разностное уравнение
(54) скалярно на 2𝜏𝑧 :
2𝜏(𝑧𝑡, 𝑧) = 2𝜏(Λ(̃︀𝑡)𝑧, 𝑧) + 2𝜏(Ψ, 𝑧). (58)
Повторяя рассуждения (29)–(36), после несложных преобразований из (58) по-
лучим неравенство



















‖Ψ‖2 + 𝜈21 + 𝜈22
)︁
𝜏. (59)




‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤ 𝜀𝑀5
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‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤𝑀13
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= 𝑀15‖𝑧𝑗‖2𝜏 + 𝑀15
𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1









Выбирая 𝜏 таким образом, что для всех 𝜏 ≤ 𝜏0, 𝜏0 = 1
2𝑀15




‖𝑧𝑗 ′𝑥 ]|2𝜏 ≤𝑀17
𝑗−1∑︁
𝑗 ′=1























где М — положительная постоянная, не зависящая от |h| и 𝜏
Тогда справедлива следующая
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Теорема 3. Пусть выполнены условия (5), тогда в классе достаточно гладких
коэффициентов уравнения и граничных условий решение разностной задачи (50)–
(53) при 𝜏 ≤ 𝜏0(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2) сходится к решению дифференциальной задачи (1), (2),




так, что справедлива априорная оценка (63).
Заключение
В работе рассмотрены нелокальные краевые задачи для параболического урав-
нения с переменными коэффициентами в многомерной области. Методом энерге-
тических неравенств получены априорные оценки решений в дифференциальной
и разностной трактовках. Из полученных априорных оценок следуют единствен-
ность и устойчивость решения по правой части и начальным данным, а также
сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей дифферен-
циальной задачи со скоростью 𝑂(|ℎ|+ 𝜏).
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The paper studies nonlocal boundary value problems for a parabolic equa-
tion with variable coefficients in a multidimensional domain. Studies of the
set nonlocal boundary value problems are carried out assuming the exis-
tence of a regular solution. To solve the corresponding differential problem
under consideration by the method of energy inequalities, a priori estimates
in the differential and difference interpretations are obtained. From the ob-
tained a priori estimates the uniqueness and stability of the solution on the
right side and the initial data, as well as the convergence of the solution
of the difference problem to the solution of the corresponding differential
problem at a rate of 𝑂(|ℎ|+ 𝜏), follow.
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